Lekcja 4

Widmo sygnatu

Cel

e Przedstawienie podstawowych pojec¢ zwigzanych zwidmowg analizq sygnatéw.

Efekty ksztatcenia

» Uczerh zna metode sumowania sygnatéw harmonicznych nadiagramach
wektorowych.

e Uczen zna podstawowe cele analizy widmowe;.

* Uczen zna podstawowe sposoby reprezentacji sygnatu: w dziedzinie czasu

iw dziedzinie czestotliwosci.
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1. Sumowanie sygnatéw harmonicznych

W Lekgcji 3 wprowadzilismy pojecie fali harmonicznej, joko okreslonego zaburzenia, ktére
mozna w petni scharakteryzowad przez podanie amplitudy, czestotliwosci (lub okresu)
ifazy. Poniewaz omawiane dotychczas fale harmoniczne zwigzane byty z zaburzeniem
osrodka lub pola fizycznego (fala akustyczna lub elektromagnetyczna), mozemy je utoz-
sami¢ z sygnatem harmonicznym (patrz Lekcja 1). Sygnat taki jest obrazem jednostajnego
ruchu punktu pookregu. Stanowi on przyktad sygnatu okresowego, tzn. takiego, dla kté-
rego mozna wskazac odcinek czasu, po ktérym zmiany wartosci sygnatu sq doktadnie
takie same jak w odcinku poprzednim. Sygnat harmoniczny bedziemy traktowad jako
elementarny sygnat okresowy (Rys. 1).

2T

O—p
[l (er4e )

Rys. 1. Sygnat harmoniczny o amplitudzie 4,
okresie T oraz zerowej fazie poczgtkowe;j.

Mozemy oczywiscie dobierac parametry sygnatu harmonicznego zupetnie dowolnie.
NaRys. 2 przedstawiono przyktad sygnatu o pieciokrotnie mniejszej amplitudzie iczte-
rokrotnie krétszym okresie w poréwnaniu do tego zRys. 1. Sygnaty te sq zasadniczo
podobne, réznigsie jedynie skalg. Jednak wszystko sie zmieni, jesli dopuscimy pewne
operacje matematyczne na tych sygnatach, wszczegdlnosci - sumowanie.
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Rys. 2. Sygnat harmoniczny o pieciokrotnie mniejszej
amplitudzie i czterokrotnie krétszym okresie.
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Mozemy takie sumowanie zrealizowad bardzo prosto biorgc przebiegi sygnatéw w czasie
idodajgc wartosci sygnatu w odpowiednich chwilach czasowych. Z punktu widzenia pdz-
niejszych lekcji, w szczegdlnosci analizy modulacji, przypatrzmy sie jednak, jok dodawanie
sygnatéw harmonicznych wigze sie zdodawaniem wektordéw.
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Rys. 3. Dodawanie dwéch sygnatéw harmonicznych jako dodawanie ob-
racajgcych sie wektoréw. Po lewej zastosowanie reguty réwnolegtoboku,
po prawej - reguty tancuchowej.

Sygnat harmoniczny reprezentowany jest nie tylko przez ruch punktu po okregu, ale
rowniez przez obracajqcy sie wektor zaczepiony w srodku okregu i zakor\czony w porusza-
jacymssie punkcie (mdéwimy, ze jest tzw. wektor wodzgcy punktu). Dtugosc wektora rowna
jest amplitudzie sygnatu, zas czas petnego obrotu réwny jest okresowi sygnatu.

Jezeli chcemy dodad do siebie dwa sygnaty harmoniczne, mozemy nanies$é najeden
diagram oba okregi oraz wektory. Potozenie wektoréw bedzie zaleze¢ od wybranej chwili
czasu - zatézmy, ze wyglada tak, jok naRys. 3 po lewej stronie, zobydwoma wektorami
zaczepionymi wjednym punkcie. Wektory dodajemy wg reguty réwnolegtoboku tzn.
konstruujemy réwnolegtobok, ktérego sgsiednimi bokamisg oba wektory, zas wynikiem
dziatania jest wektor pokrywajqgcy sie z przekgtng réwnolegtoboku. Otrzymujemy w ten
sposdb wektor wynikowy, ktérego dtugosé zalezy od wzajemnego potozenia wektordw,
ktére dodajemy (wtym przypadku jest nieco wieksza niz A). Podobnie jok naRys. 1 iRys. 2,
wartosé sygnatu zalezy od odlegtosci korca tego wektora od prostej przebiegajqcej
przez poziomq $rednice obu okregdw.

Wynik mozna otrzymac nieco prosciej stosujac tzw. regute tancuchowq dodawania
wektordw. W tym przypadku umieszczamy drugi okrqg tak, byjego srodek pokrytsie
zkoncem pierwszego wektora (Rys. 3 po prawej). Wektor wynikowy znajdujemy tgczac
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poczgtek pierwszego wektora zkoricem drugiego i oczywiscie jest on taki sam, jaok przy
skorzystaniu z reguty réwnolegtoboku.

Przeprowadzajgc powyzszq procedure dla wszystkich chwil czasowych winteresujgcym
nas przedziale czasu, otrzymamy przebieg sygnatu wynikowego (Rys. 4).

Rys. 4. Suma dwéch sygnatéw harmonicznych.

Comozemy powiedzieé otym sygnale? Jestto nadal sygnat okresowy. Jak widzimy jego
okres réwny jest okresowi sygnatu o dtuzszym okresie (7). To nie jest przypadek - tak
bedzie zawsze, gdy dodajemy sygnaty o okresach, ktdrych jeden jest wielokrotnoscig
drugiego (wnaszym przypadku sygnat o okresie T jest czterokrotnosciq okresu krétszego).
Poza tym, przebieg sygnatu w czasie jest bardzo podobny do sygnatu o wiekszej amplitu-
dzie. Sygnat o mniejszej amplitudzie wprowadza do niego niewielkie, aczkolwiek wyrazne
zaktécenia.

Nic nie stoi na przeszkodzie, by dodac do siebie wiekszq liczbe sygnatéw. Na Rys. 5
widzimy przyktad sumy trzech sygnatéw o parametrach odpowiednio (amplituda,
okres): a) 4, T; b) 0,64, 0,5T; c) 0,54, 0,25T. Obok kazdego zwykreséw zatqczono takze
przyktadowy diagram kotowy wwybranej chwili czasowej. Suma poszczegdlnych sygna-
téw harmonicznych przedstawiona na ostatnim wykresie jest dos¢ ztozonym sygnatem
okresowym o okresie T.

Poniewaz czestotliwos$é sygnatu jest odwrotnosciqg okresu, mozemy zauwazy<, ze czesto-
tliwos¢ sygnatu drugiego jest dwukrotnie wieksza niz czestotliwosé sygnatu pierwszego,
zas czestotliwos$é sygnatu trzeciego jest czterokrotnie wieksza niz czestotliwos$¢ sygnatu
pierwszego. Mozemy zatem sformutowad nastepujgce twierdzenie: jezeli sumujemy
kolejno sygnaty harmoniczne poczynajqc od sygnatu o okresie T, otrzymujemy w wyniku
sygnat réwniez o okresie T, pod warunkiem, ze czestotliwosci kolejnych sygnatdw sq wielo-
krotnosciq czestosci pierwszego sygnatu.

W podobny sposéb mozemy dodawac do siebie dowolng liczbe sygnatéw harmonicz-
nych, nawet nieskonczonq, jezeli tylko amplitudy kolejnych sygnatéw zmniejszajq sie
wystarczajgco szybko przy przejsciu zsygnatu na sygnat.
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Rys. 5. Suma trzech sygnatéw harmonicznych.
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2. Analiza widmowa

Ztozonos$¢ sygnatu widocznego naRys. 5 moze zainspirowad nas do pytania: amoze
kazdy sygnat okresowy da sie przedstawic joko sume sygnatéw harmonicznych?
Okazujesie, ze tak!

Uwaga: istniejqg pewne wyjqtki, ale w praktyce nie musimy sie nimi przejmowac.

Procedura, ktérgsie teraz zajmiemy jest wiec niejako odwrotna dotego, corobilismy
powyzej. Zamiast dodawad do siebie sygnaty harmoniczne igenerowad coraz to bardziej
skomplikowane przebiegi w czasie, mozemy wzig¢ okreslony sygnat okresowy isprébowad
znalezé takie sygnaty harmoniczne, ktdre po ztozeniu (zsumowaniu) utworzq zqgdany
sygnat.

Procedura taka nazywa sie analizg widmowg (inne nazwy: analiza spektralng, analiza
Fouriera). Dla sygnatu o okresie T analiza widmowa polega na ustaleniu amplitudy
sygnatéw harmonicznych (tzw. sktadowych) o czestotliwosciach f,=1/T; £,=2f,, f,=3f,, itd.
bedgcych sktadnikami tego sygnatu. Pierwsza ztych sktadowych o czestotliwosci f,=1/T
nazywana jest pierwszg harmoniczng, druga - o czestotliwosci dwa razy wiekszej -
drugg harmoniczng, itd. Niektére sygnaty zawierajg nawet nieskoniczenie wiele niezero-
wych harmonicznych (zobaczymy przyktad za chwile).

Jak w praktyce przeprowadzi¢ analize widmowaq, czyli jak wyznaczy<é amplitudy harmo-
nicznych dla danego sygnatu? Istniejg pewne formuty matematyczne, ktére pozwalajgto
zrobi¢, ale sq zbyt skomplikowane, by je tutaj przytoczy¢. Mozemy za to tatwo pokazad
efekt dziatania analizy widmowej dla sygnatdéw zRys. 4 iRys. 5, bo sami wczesniej
wybralismy sktadowe tych sygnatéw.

Zatem, dla sygnatu zRys. 4, pierwsza harmoniczna f, ma amplitude, ktérq oznaczyli-
smy przez 4, zas druga harmoniczna f, ma amplitude piec razy mniejszq (4/5). Wszystkie
nastepne harmoniczne nie sg nam potrzebne, dlatego mozemyim przypisac¢ amplitude
réwng 0.

Dla sygnatu zRys. 5, pierwsza harmonicznaf, ma amplitude 4, druga - £, - ma amplitude
0,6 4, trzecia - f, - ma amplitude zerowq (nie wystepuje w sygnale), zas czwarta - f, - ma
amplitude 0,5 4. Wszystkie nastepne harmoniczne majq amplitude rowng 0.

Informacja o amplitudach harmonicznych méwi nam o sygnale okresowym doktadnie
tosamo, cojego przebieg w czasie. Mamy zatem dwie mozliwosci opisu sygnatu:

1. Podanie wartosci sygnatu w czasie dla kazdej chwili czasowejt. Jest totzw. opis
w dziedzinie czasu.

2. Podanie amplitudy harmonicznych tego sygnatu. Jest totzw. opis w dziedzinie
czestotliwosci.

Przywykliémy do opisu w dziedzinie czasu polegajgcym nawykonaniu wykresu z osiq
poziomq odpowiadajgcq chwili czasowej i z osiq pionowq dotyczqcq wartosci sygnatu.
Podobnie dla opisu w dziedzinie czestotliwosci mozemy wykonad podobny wykres, w kté-
rym na osi poziomej wyszczegdlnimy, o ktérg harmoniczng chodzi (lub podamy wartosé
jej czestotliwosci), zas na osi pionowej zaznaczymy jej amplitude. Zwyczajowo amplitude
harmonicznej nanosisie natym wykresie w formie stupka (tzw. prqzka), zamiast punktu.
Rys. 6 pokazuje przyktadowe pordwnanie obu opiséw dla znanych nam juz sygnatdw.

Przedstawienie sygnatu w dziedzinie czestotliwosci nazywamy takze widmem (lub
spektrum) sygnatu.
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Rys. 6. Opis sygnatu w dziedzinie czasu i czestotliwosci: a) sygnat
odwdch harmonicznych, b) sygnat o trzech harmonicznych.
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3. Przyktad — analiza widmowa sygnatu prostokgtnego

Jako ciekawy przyktad rozpatrzmy teraz sygnat, ktéry tradycyjnie nazywany jest
sygnatem prostokgtnym. W ciggu okresu T sygnat ten przyjmuije tylko dwie wartosci:
A -w pierwszej potowie okresu oraz - 4 - w drugiej potowie okresu (Rys. 7).

Sygnat ten réznisie znacznie od tych, ktére analizowalismy do tej pory. Przede wszystkim
nie jest to sygnat ciggty - co potowe okresu obserwujemy nagtq zmiane wartosci.

W niczym nie przypomina regularnego i gtadkiego sygnatu harmonicznego. Mozemy go
traktowac jako przyktad sygnatu cyfrowego o dwdch poziomach (binarnego; patrz
Lekcja 1). Ajednak okazujesie, ze nawet sygnat tego rodzaju moze by<¢ poddany analizie
widmowej i mozemy doktadnie wyznaczyd jego harmoniczne. Niestety, wtym przypadku
jestich nieskonczenie wiele, musimy zatem zadowoli¢ sie przyblizeniami.

3 T t (czas)

Rys. 7. Sygnat prostokgtny o okresie 7 i amplitudzie A4.

Na Rys. 8 mozemy zobaczy¢ pierwszych kilka harmonicznych sygnatu prostokgtnego.
Pierwsza harmoniczna (linia czerwona) jest sygnatem o okresie T'dos¢ dobrze oddajgcym
0gdlng zmiennosé w czasie i poziomy osiggane przez interesujqgcy nas sygnat. Druga har-
moniczna oraz pozostate sktadowe o parzystej krotnosci (czwarta, szdsta, itd.) posiadajg
amplitude réwnqg zeru. Trzecia, pigta, siédma idziewigta harmoniczna zaznaczone sq
jaoko sygnaty o coraz to mniejszych amplitudach.

Dla zainteresowanych. Amplitude a_n-tej nieparzystej harmonicznej mozna
obliczy¢ ze wzoru:

_a4
nrz

a

n

Sume pieciu pierwszych niezerowych harmonicznych zaznaczono kolorem zéttym. Jak
widad jest to catkiem dobre przyblizenie sygnatu prostokgtnego mimo widocznych zafa-
lowan wokdt przyjmowanych przez niego wartosci. W zaawansowanej analizie sygnatéw
wykazuje sie, ze po dodaniu nieskoriczonej liczby harmonicznych zafalowania znikajq iuzy-
skujemy doktadnie przebieg zRys. 7.
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Przedstawienie sygnatu prostokgtnego w dziedzinie czestotliwosci, czyli jego widmo,
zawiera Rys. 9. Jak widzimy, wszystkie parzyste prgzkisg rowne O, zas nieparzyste
stopniowo malejqg do zera wraz ze wzrostem numeru harmoniczne;.

Zastosowan praktycznych analizy widmowej jest mndstwo inie bedziemy wszystkich
tuwymieniad. Jednym z nich jest np. komputerowe rozpoznawanie mowy. Na podstawie
amplitudy poszczegdlnych harmonicznych w sygnale gtosowym komputer moze ziden-

tyfikowad wymawiane gtoski (kazda ma charakterystyczne widmo) iw dalszej kolejnosci
wyrazy oraz zdania.

Znaszego punktu widzenia analiza widmowa pozwoli nam dogtebnie zrozumied dziatanie
technik modulacji (Lekcje 7, 8, 9) oraz podziat zakresdw czestotliwosci pomiedzy réznych
uzytkownikdw w telekomunikacji mobilnej (Lekcje 5, 10).
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Rys. 8. Harmoniczne sygnatu prostokgtnego w dziedzinie czasu.
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Rys. 9. Amplitudy pierwszych oémiu harmonicznych sygnatu prostokgtnego (cze$¢ widma).
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g@ Doswiadczenie

Na stronie internetowej compadre.org mozesz uruchomic¢ program Soundanalyzer do
analizy dZzwieku rejestrowanego przez mikrofon komputera (konieczne jest zezwolenie
aplikacji nainstalacje oraz nadostep do mikrofonu). Okno aplikacji (Rys. 10) zawiera w gor-
nej czesci widmo sygnatu, zas w dolnej - obraz wdziedzinie czasu. Maksymalna wartosé
czestotliwosci to 10 kHz.

Zeskanuj QR kod

dziedzina czestotliwosci

dziedzina czasu

1

start

Rys. 10. Okno aplikacji Soundanalyzer.

Zanim przejdziemy do doswiadczenia zwréémy uwage, ze normalny komunikat gtosowy
nie jest sygnatem okresowym. MozZzemy go jednak podzieli¢ na bardzo krdtkie fragmenty,
ktdre bedziemy traktowac jako wycinki sygnatu okresowego (probki), ktore poddajemy
juz normalnej analizie widmowej. Poniewaz sygnat moze znacznie sie zmieniac pomiedzy
kolejnymi prébkami, obraz sygnatu w dziedzinie czestotliwosci (widmo) takze moze pod-
legac zmianom w czasie.

Wykorzystaj aplikacje do nastepujqcych obserwagiji:

1. Zaobserwuj przebiegi w dziedzinie czasu i czestotliwosci, kiedy mdwisz swobodnie
do mikrofonu. Ktdre z czestotliwosci pojawiajq sie najczesciej?

2. Pordwnaj przebiegi sygnatéw przy wymawianiu samogtosek i spdtgtosek
szczelinowych (wszczegdlnosci,s”). Sprébuj utrzymad emisje tych gtosek tak dtugo,
jok potrafisz. Jakie widzisz réznice w rozktadzie czestotliwosci?

3. Sproébuj emisji jednej samogtoski (np. ,,u”) zmieniajgc wysokos¢ dzwieku —
od najnizszego do najwyzszego. Czy obserwowany rozktad czestotliwosci oddaje
tezmiany?
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4. Jezeli posiadasz klawiszowy instrument muzyczny, wykorzystajgo do emisji réznych
dzwiekdéw oréznych wysokosciach. Niektdre zinstrumentéw pozwalajg nawybdr czy-
stego tonu (ang. sine wave). Sprawdz, czy rozktad czestotliwosci zgadza sie z Twoimi
oczekiwaniami.

Stowniczek

Analiza widmowa - rozktad sygnatu na harmoniczne sygnaty sktadowe.

Dziedzina czasu - metoda opisu sygnatu poprzez podanie wartosci sygnatu w kazdej
chwili czasowe.

Dziedzina czestotliwosci - metoda opisu sygnatu poprzez podanie amplitud jego kolej-
nych harmonicznych.

Harmoniczna - sygnat harmoniczny bedqgcy czescig sktadowqg danego sygnatu.
Czestotliwosci kolejnych harmonicznych sygnatu okresowego sg wielokrotnoscig czestotli-
wosci podstawowej réwnej odwrotnosci okresu sygnatu.

Sygnat harmoniczny - sygnat, ktérego warto$¢ w dziedzinie czasu mozna przedstawic
jako obraz jednostajnego ruchu punktu po okregu lub jednostajnego obrotu wektora
wodzqcego.

Sygnat okresowy - sygnat posiadajgcy okres, czyli czas, poktérym wartosé sygnatusie
powtarza.

Sygnat prostokagtny - sygnat okresowy, ktéry naprzemiennie przyjmuje tylko dwie
wartosci, przy czym zmiana nastepuje w potowie okresu. Przyktad sygnatu cyfrowego,
binarnego.

Wektor wodzqgcy - wektor zaczepiony w punkcie odniesienia i zakori\czony w punkcie,
ktérego ruch sledzimy.

Widmo (lub spektrum) sygnatu - rozktad amplitud kolejnych harmonicznych sygnatu.
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|| Materiaty zewnetrzne

1. Animacja obrazujgca sumowanie czterech pierwszych niezerowych harmonicznych
sygnatu prostokgtnego (tytut filmu: Fourier Series Square Wave).

Zeskanuj QR kod

2. Program do analizy widmowej dzwieku z mikrofonu. Generuje tzw. spektrogram,
czyli pokazuje w czasie rzeczywistym rozktad czestotliwosci w rejestrowanym przez
mikrofon dzwieku. O$ pozioma reprezentuje czas pobrania prébki dzwiekowej (obraz
dynamicznie przesuwa sie w kierunku poziomym), zas o$ pionowa - czestotliwos¢é. Kolor
odpowiada amplitudzie danej harmonicznej (czerwony - duza amplituda, niebie-
ski - mata). Poniewaz nie podano skali naosiach oraz ilosciowego przypisania koloru
do amplitud, spektrogram ma charakter wytqcznie poglgdowy. Podkredlmy takze,
ze obraz sygnatu jest tu przedstawiany w dziedzinie czestotliwosci, ale dla ciggle zmie-
niajqgcychsie prébek czasowych.

Zeskanuj QR kod

m Praca domowa

Sprobuj przypisac przedstawienie sygnatéw w dziedzinie czasu do odpowiedniego
przedstawienia w dziedzinie czestotliwosci (widma).
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